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Teorema du Bois-Reymond e Darboux
Condizione necessaria e suffciente affinche´ f ∈ R ([a, b]) e` che per ogni ε > 0
esista δε > 0 tale per cui per ogni σ ∈ Ωδε ([a, b]) valga:
S(f, σ)− s(f, σ) < ε.
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Teorema du Bois-Reymond e Darboux
Condizione necessaria e suffciente affinche´ f ∈ R ([a, b]) e` che per ogni ε > 0
esista δε > 0 tale per cui per ogni σ ∈ Ωδε ([a, b]) valga:
S(f, σ)− s(f, σ) < ε.
σ ∈ Ωδε ([a, b]) e` il sottoinsieme di σ ∈ Ω ([a, b]) costituito dalle partizioni di
ampiezza inferiore a δε
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Somme di Riemann Sia σ ∈ Ω ([a, b]) una partizione di [a, b]. Scegliamo per
ogni intervallo [xi−1, xi] di σ un punto yi per modo che si abbia:
a = x0 ≤ y1 ≤ x1 ≤ y2 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ yn ≤ xn = b.
Poniamo, per brevita` di scrittura, ~y = (y1, . . . , yn). Si usa dire che ~y e` un
campionamento di σ.
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Somme di Riemann Sia σ ∈ Ω ([a, b]) una partizione di [a, b]. Scegliamo per
ogni intervallo [xi−1, xi] di σ un punto yi per modo che si abbia:
a = x0 ≤ y1 ≤ x1 ≤ y2 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ yn ≤ xn = b.
Poniamo, per brevita` di scrittura, ~y = (y1, . . . , yn). Si usa dire che ~y e` un
campionamento di σ. La sommatoria:
R (f, σ, ~y) =
n∑
i=1
f(yi) (xi − xi−1)
si dice somma di Riemann generata da f relativa alla partizione σ ed al cam-
pionamento ~y.
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Per ogni campionamento ~y di σ ∈ Ω ([a, b]), si ha:
s(f, σ) ≤ R (f, σ, ~y) ≤ S(f, σ)
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Per ogni campionamento ~y di σ ∈ Ω ([a, b]), si ha:
s(f, σ) ≤ R (f, σ, ~y) ≤ S(f, σ)
Corollario
Se σ ∈ Ω ([a, b]) verifica la condizione S(f, σ)− s(f, σ) < ε per un qualche
ε > 0 e se, ~y, ~z sono due arbitrari campionamenti di σ, allora:
n∑
i=1
|f(yi)− f(zi)| (xi − xi−1) < ε.
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Per ogni campionamento ~y di σ ∈ Ω ([a, b]), si ha:
s(f, σ) ≤ R (f, σ, ~y) ≤ S(f, σ)
Corollario
Se σ ∈ Ω ([a, b]) verifica la condizione S(f, σ)− s(f, σ) < ε per un qualche
ε > 0 e se, ~y, ~z sono due arbitrari campionamenti di σ, allora:
n∑
i=1
|f(yi)− f(zi)| (xi − xi−1) < ε.
Inoltre, se f ∈ R ([a, b]) si ha che:∣∣∣∣R (f, σ, ~y)− ∫ b
a
f(x)dx
∣∣∣∣ < ε.
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Proprieta` dell’integrale
Siano f1, f2 ∈ R ([a, b]) , c ∈ R. Allora:
(i) f1 + f2 ∈ R ([a, b]) e:∫ b
a
(f1(x) + f2(x)) dx =
∫ b
a
f1(x)dx+
∫ b
a
f2(x)dx;
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Proprieta` dell’integrale
Siano f1, f2 ∈ R ([a, b]) , c ∈ R. Allora:
(i) f1 + f2 ∈ R ([a, b]) e:∫ b
a
(f1(x) + f2(x)) dx =
∫ b
a
f1(x)dx+
∫ b
a
f2(x)dx;
(ii) cf1 ∈ R ([a, b]) e: ∫ b
a
cf1(x)dx = c
∫ b
a
f1(x)dx;
(iii) f1f2 ∈ R ([a, b]);
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(iv) |f1| ∈ R ([a, b]) e vale la disuguaglianza:∣∣∣∣∫ b
a
f1(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ b
a
|f1(x)| dx;
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(iv) |f1| ∈ R ([a, b]) e vale la disuguaglianza:∣∣∣∣∫ b
a
f1(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ b
a
|f1(x)| dx;
(v) se 0 < c ≤ |f2| allora
f1
f2
∈ R ([a, b]);
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(iv) |f1| ∈ R ([a, b]) e vale la disuguaglianza:∣∣∣∣∫ b
a
f1(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ b
a
|f1(x)| dx;
(v) se 0 < c ≤ |f2| allora
f1
f2
∈ R ([a, b]);
(vi) se a < c < b allora f1 ∈ R ([a, c]) , f1 ∈ R ([c, b]) e si ha:∫ b
a
f1(x)dx =
∫ c
a
f1(x)dx+
∫ b
c
f1(x)dx;
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(vii) se f1(x) ≤ f2(x), allora:∫ b
a
f1(x)dx ≤
∫ b
a
f2(x)dx;
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(vii) se f1(x) ≤ f2(x), allora:∫ b
a
f1(x)dx ≤
∫ b
a
f2(x)dx;
(viii) se f(x) = f0 e` costante, allora:∫ b
a
f0 dx = f0 (b− a) .
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Integrabilita` delle funzioni monotone
Se f ∈ B ([a, b]) e` monotona allora f ∈ R ([a, b]).
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Integrabilita` delle funzioni monotone
Se f ∈ B ([a, b]) e` monotona allora f ∈ R ([a, b]).
Supponiamo f decrescente e facciamo vedere che sono soddisfatte le ipotesi
del teorema di Riemann.
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piu` avanti.
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Se f ∈ B ([a, b]) e` monotona allora f ∈ R ([a, b]).
Supponiamo f decrescente e facciamo vedere che sono soddisfatte le ipotesi
del teorema di Riemann. Fissato ε > 0 sia n ∈ N un naturale che preciseremo
piu` avanti. Consideriamo la n-equipartizione σn tale che:
xi = a+ i
b− a
n
, xi − xi−1 =
b− a
n
.
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Integrabilita` delle funzioni monotone
Se f ∈ B ([a, b]) e` monotona allora f ∈ R ([a, b]).
Supponiamo f decrescente e facciamo vedere che sono soddisfatte le ipotesi
del teorema di Riemann. Fissato ε > 0 sia n ∈ N un naturale che preciseremo
piu` avanti. Consideriamo la n-equipartizione σn tale che:
xi = a+ i
b− a
n
, xi − xi−1 =
b− a
n
.
Per la monotonia di f , abbiamo:
mi = inf
x∈[xi−1,xi]
f(x) = f(xi), Mi = sup
x∈[xi−1,xi]
f(x) = f(xi−1).
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Le somme di Darboux di f sono:
s(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi), S(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi−1).
9/13 Pi?
22333ML232
Le somme di Darboux di f sono:
s(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi), S(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi−1).
Ma, allora:
S(f, σn)− s(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
(
f(xi−1)− f(xi)
)
=
=
b− a
n
(
f(x0)− f(xn)
)
=
b− a
n
(
f(a)− f(b)
)
.
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Le somme di Darboux di f sono:
s(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi), S(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi−1).
Ma, allora:
S(f, σn)− s(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
(
f(xi−1)− f(xi)
)
=
=
b− a
n
(
f(x0)− f(xn)
)
=
b− a
n
(
f(a)− f(b)
)
.
Pertanto, scelto n ∈ N in modo che:
n >
b− a
ε
(
f(a)− f(b)
)
,
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Le somme di Darboux di f sono:
s(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi), S(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
f(xi−1).
Ma, allora:
S(f, σn)− s(f, σn) =
b− a
n
n∑
i=1
(
f(xi−1)− f(xi)
)
=
=
b− a
n
(
f(x0)− f(xn)
)
=
b− a
n
(
f(a)− f(b)
)
.
Pertanto, scelto n ∈ N in modo che:
n >
b− a
ε
(
f(a)− f(b)
)
,
abbiamo che:
S(f, σn)− s(f, σn) < ε,
per modo che sono soddisfatte le ipotesi del teorema di Riemann che compor-
tano l’integrabilita` di f .
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Se f fosse crescente, si la dimostrazione e` la stessa scambiando i ruoli di mi e
Mi e porta alla formula:
S(f, σn)− s(f, σn) =
b− a
n
(
f(b)− f(a)
)
.
Da qui si perviene alla tesi.
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Se f fosse crescente, si la dimostrazione e` la stessa scambiando i ruoli di mi e
Mi e porta alla formula:
S(f, σn)− s(f, σn) =
b− a
n
(
f(b)− f(a)
)
.
Da qui si perviene alla tesi.
Integrabilita` delle funzioni continue
Se f ∈ B ([a, b]) e` continua allora f ∈ R ([a, b]).
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Media Integrale
Se f ∈ R ([a, b]) diremo media integrale della funzione f il numero reale:
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx.
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Media Integrale
Se f ∈ R ([a, b]) diremo media integrale della funzione f il numero reale:
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx.
Se l’intervallo [a, b] viene ripartito in parti di lunghezza uguale di estremi
x0 = a < x1 < · · · < xn = b, xk = a+ b−an k, 0 ≤ k ≤ n, preso ad arbitrio un
campionamento ~y della partizione si ha che:∫ b
a
f(x)dx = lim
n→∞
b− a
n
n∑
k=1
f(yk).
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Media Integrale
Se f ∈ R ([a, b]) diremo media integrale della funzione f il numero reale:
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx.
Se l’intervallo [a, b] viene ripartito in parti di lunghezza uguale di estremi
x0 = a < x1 < · · · < xn = b, xk = a+ b−an k, 0 ≤ k ≤ n, preso ad arbitrio un
campionamento ~y della partizione si ha che:∫ b
a
f(x)dx = lim
n→∞
b− a
n
n∑
k=1
f(yk).
Ora, se scriviamo:
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx = lim
n→∞
n∑
k=1
f(yk)
n
,
troviamo che la media integrale di f e` il limite per n → ∞ della media arit-
metica dei valori f(y1), f(y2), . . . , f(yn).
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Primo teorema della media integrale
Se f : [a, b]→ R e` continua, allora esiste ξ ∈ [a, b] tale che:∫ b
a
f(x)dx = f(ξ)(b− a).
a
f HaL
b
f HbL
Ξ
f HΞ L
x
y
Figure 1: Media integrale
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Secondo teorema della media integrale
Se f : [a, b]→ R e` continua e se g : [a, b]→ R e` integrabile, non-negativa, in
[a, b], e tale che: ∫ b
a
g(x)dx > 0,
allora esiste ξ ∈ [a, b] per cui:∫ b
a
f(x) g(x)dx = f(ξ)
∫ b
a
g(x)dx.
